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I. Увод
Развитието на методите за анализ на строителни конструкции се нами-

ра в пряка зависимост от развитието на изчислителните средства. И това е 
съвсем естествено - без наличието на подходящи средства за изчисление, 
много от съвременните методи щяха да бъдат прекалено трудни, дори не-
възможни за прилагане в практиката. Например, без компютри, които да 
могат да обработват матрици с големи размери, методът на крайните еле-
менти нямаше да получи толкова широко разпространение.

В настоящата дисертация ще бъде разгледан един по-различен подход 
за разработване на математически модели за анализ на строителните конс-
трукции, който да позволи използването на съвременни програмни средс-
тва с различна архитектура спрямо традиционните.

I.1 Актуално състояние на проблема
Към днешна дата проблемите, които стоят пред технологичното разви-

тие на софтуера за строително проектиране, са най-общо следните:
• Сравнително малко приложения използват ефективно предимствата 

на новите технологии. Повечето програмни продукти за строително 
проектиране все още работят като десктоп приложения. 

• Масово използваните програмни езици и платформи за разработка 
стават все по-абстрактни и сложни, което изисква наемането на висо-
ко квалифицирани софтуерни специалисти. С оглед на това, процесът 
на разработване е необходимо да се автоматизира и оптимизира, така 
че да може да се извършва от специалисти по строително инженерст-
во или строителна механика.

• Наличните приложения за строително проектиране са трудни за тес-
тване и проверка. Изчислителните процедури са скрити в изходния 
код, който не е достъпен за крайния потребител. За него софтуерът 
представлява „черна кутия“, но отговорността за верността на резул-
татите е изцяло на проектанта.

За решаването на описаните по-горе проблеми, е необходимо да се по-
търсят нови и алтернативни методи за моделиране и анализ на строителни 
конструкции, които да послужат за основа при създаването на  съответните 
софтуерни продукти.

I.2 Цели, задачи и обхват

I.2.1 Цели
Цел на настоящата дисертация е разработването на обща методика за 

решаване на задачи от строителната механика чрез функционално модели-
ране, както и нейната софтуерна реализация в облачна среда.
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I.2.2 Задачи
1. Да се разработят числени методи и алгоритми за функционалната ре-

ализация на основните изчислителни процедури, свързани със зада-
чите на строителната механика. 

2. Да се проектира прост и интуитивен „програмен“ език, с възможност 
за  функционално програмиране,  който да  включва и  необходимия 
математически апарат. Той трябва да може да се използва от практи-
куващи инженери и студенти без специални умения по програмира-
не.

3. Да се разработи изчислително ядро, което да разпознава, оптимизи-
ра и изчислява описания чрез програмен код функционален изчис-
лителен модел.

4. Да се  разработи облачна изчислителна платформа с уеб интерфейс, 
която да осъществява връзката между потребителите и изчислител-
ното ядро.

5. Да се състави библиотека от готови модули за решаване на различни 
задачи от областта на строителната механика и проектирането, които 
да се внедрят за ползване в обучението и практиката.

I.2.3 Обхват
Разработката обхваща различни задачи от математиката, информатика-

та и строителната механика, които имат отношение към автоматизирането 
изчисляване на строителните конструкции. Разгледани са следните въпро-
си:

• изчисления в машинна среда, точност, грешки, изчислителни проб-
леми и начини за тяхното преодоляване;

• числени методи и алгоритми с приложение в строителната механика;
• формални езици и граматики; лексикален и синтактичен анализ; те-

ория на автоматите и методи за транслация;
• изчисляване на строителни конструкции с начални несъвършенства, 

геометрична и физична нелинейност с  помощта на функционално 
моделиране.

При разглеждането на съответните теми, включени в обхвата, освен ли-
тературен обзор е направен и сравнителен анализ на използваните средс-
тва и методи от гледна точка на разглежданите в дисертацията проблеми, 
като някои от параграфите съдържат нови разработки, свързани с поставе-
ните за решаване задачи.

I.3 Етапи на дисертационния труд
Повечето научни разработки се изграждат на следния принцип – първо 

се формулира проблема, а след това се търсят методите за неговото решава-
не. Тъй като предметът на настоящата дисертация е изграждането на „уни-
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версално“  изчислително  средство,  с  възможност  за  решаване  на  широк 
кръг задачи от   строителната  механика,  тук се  подхожда в  обратен  ред: 
Първо ще се дефинират необходимите теоретични основи в областта на ма-
тематиката, информатиката и строителната механика. След това ще се реа-
лизират програмно съответните алгоритми и числени методи и накрая ще 
се приложат за решаване на различни проблеми в проектирането на строи-
телни конструкции. В тази връзка, дисертационният труд обхваща следни-
те етапи:

1. Проучване
• Анализ на наличните програмни средства за разработване на инже-

нерни изчисления, техните предимства и недостатъци;
• Формулиране на концепция за нова изчислителна среда, която да 

направи по ефективно разработването на програмни средства в об-
ластта на строителната механика;

• Изясняване на теоретичните основи от математиката и информати-
ката. Проучване на свойствата на машинните изчислителни среди;

• Изясняване на теоретичните основи и предпоставки от строителна-
та механика.

2. Разработка:
• Разработване и внедряване на ефективни числени алгоритми;
• Разработване на програмен език  (наречен  Calyx)  за управление на 

системата;
• Програмна реализация на изчислителното ядро;
• Програмиране  на  софтуерна  платформа,  която  ще  осигурява 

взаимодействието на потребителите с изчислителното ядро.
3. Приложение и внедряване:

• Разработване на програмни процедури за изчисляване на строител-
ни конструкции;

• Внедряване на процедурите в проектантската практика;
• Внедряване на платформата като средство за обучение по строител-

на механика, с което студентите да могат да експериментират.

I.4 Методологически особености
Дисертацията е с научно-приложен характер. Тя обединява съществува-

щи знания в областта на математиката, информатиката и строителната ме-
ханика за разработване на нови методи и програмни средства за статическо 
изчисляване и оразмеряване на строителните конструкции. По същество, 
разработката е интердисциплинарна, но има насоченост и конкретно при-
ложение в областта на строителната механика.

Съвременните методи на строителната механика са ориентирани пре-
димно към прилагането на компютърни системи в проектирането. При то-
ва надеждността на изчисленията е изключително важна, с оглед на отго-
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ворността, която носят строителните конструктори. Тези методи трябва да 
се прилагат внимателно, с отчитане на характеристиките на използваната 
машинна изчислителна среда.  Иначе,  може да се окаже,  че компютърни 
програми, които привидно са разработени коректно от гледна точка на ме-
ханиката и работят правилно в общия случай, могат да станат неустойчиви 
и да дадат грешни резултати в отделни частни случаи.

Това изисква изчисленията да се поставят на солидни теоретични осно-
ви в областта на математиката, информатиката и теорията на алгоритмите, 
които ще бъде направено в следващите няколко глави. Вгаждането пък на 
универсални числени методи в системата ще ни позволи да дефинираме за-
висимостите на строителната механика в системата, използвайки директно 
техния интегрален или диференциален вид, след което да оставим на ней-
ното ядро да извърши необходимите изчисления.

II. Теоретични основи на компютърните изчисления
В математическите  и  инженерни изчисления  се  използват  предимно 

реални и комплексни числа в десетична бройна система. Теоретично, те мо-
гат да бъдат с произволно избрана точност. Компютрите обаче работят с 
машинни числа – цели (integer) или с плаваща запетая (floating point). Те се 
съхраняват в двоична бройна система чрез краен брой битове. За да извър-
шваме точни и надеждни изчисления с компютър, трябва да имаме в пред-
вид начините, по които компютърът работи с числени стойности. 

Фигура 1: Машинно представяне на стойности от тип double

Когато съставяме алгоритми за автоматизирано изчисляване на строи-
телни конструкции е важно да знаем, че пресмятанията с компютър са съп-
роводени от грешки от закръгление. Влиянието им върху крайния резултат 
може да е съществено и зависи от обусловеността на задачата и числената 
устойчивост на използвания алгоритъм.

II.1 Алгоритми
Целите и задачите на настоящата дисертация изискват разработването 

и прилагането на изчислителни алгоритми за решаване на различни зада-
чи от областта на строителната механика. Те трябва да бъдат изградени в 
съответствие с теорията на алгоритмите и да бъде направен анализ и оцен-
ка на тяхното действие – сложност, обусловеност, устойчивост сходимост, 
точност и пр. За оценка на сходимостта на интерационните алгоритми се 
използва следният критерий (т.н. “q-сходимост”):

lim
n → ∞

|xn+1 − x0|
|xn − x0|q

=C , където 0 < C ≤ 1. (1)
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Фигура 2: Графики на сходимостта при различни стойности на q

В зависимост от стойността на q се определя типа на сходимост:
q = 1 – сходимостта е линейна;
q ∊ (1, 2) – сходимостта е суперлинейна;
q = 2 – сходимостта е квадратична;
q = 3 – сходимостта е кубична.

II.1.1 Оценка на грешката

Обикновено тя се избира от порядъка на работната точност на изчисли-
телната среда. За числа с плаваща запетая и двойна точност, тя е близка до 
ε = 10–15. Алтернативно, може да се използва следният вариант:

|xn − xn −1|≤ ε
|x2|+|x1|

2
(2)

Проверката за сходимост по стойността на аргумента може обаче да не е 
достатъчна. Ако функцията има вида, показан на Фигура 3 б), малка промя-
на на аргумента ще доведе до голяма промяна в стойността на функцията. 

Поради това често се налага и проверка по стойността на функцията. Тя 
обикновено има следния вид:

| f (xn)− f (xn −1)|≤ ε
| f ( x2)|+| f (x1)|

2
(3)

Използването на средната стойност на функцията намалява риска слу-
чайно да „уцелим“ неподходяща стойност, например близка до нула. 
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III. Числени методи за анализ на строителни конструкции
III.1 Методи за решаване на нелинейни уравнения

III.1.1 Постановка на задачата
Реалните строителни конструкции почти винаги работят с физична и/

или геометрична нелинейност. Изследването им в нелинейна постановка 
обаче често води до уравнения, които са прекалено сложни за да се предс-
тави решението в затворен вид. Този проблем се решава чрез прилагането 
на числени методи. При тях се извършва определен брой итерации, в ре-
зултат на които се получава приблизителна стойност на търсеното реше-
ние.  Съществуват различни методи за намиране на приближение на коре-
ните на нелинейни уравнения по итерационен път. Те могат да се групират 
най-общо в следните типове:

• Методи с вложени интервали (bracketing);
• Методи с последователни приближения;
• Хибридни методи – Методи на Декер, Брент и др.

III.1.2 Критерии за избор на подходящ метод
Всеки от горните методи има своите предимства и недостатъци и е под-

ходящ за различен вид задачи. Нашата цел е да изберем такъв метод, който 
да е подходящ за разработването на универсален алгоритъм за  различни 
видове уравнения. Това изисква добро познаване на свойствата на отделни-
те методи. Основните критерии за избор са:

• устойчивост;
• универсалност;
• сходимост и бързодействие;
• обем и сложност на изчисленията.

Критериите в горния списък са подредени по важност. За нашата цел 
ще търсим алгоритъм, който на първо място да е устойчив и универсален. 
Скоростта е на трето място, поради високата производителност на съвре-
менния хардуер.

III.1.3 Обзорен преглед на основните методи за 
решаване на нелинейни уравнения

В дисертацията са разгледани подробно, описани и анализирани след-
ните числени методи за решаване на нелинейни уравнения:

• метод на разполовяването (на свиващите изображения)
• метод на хордите и производни на него
• „Илиноис“ метод
• метод на Андерсън-Бьорк
• метод на Ридърс
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• метод на Нютън-Рафсон
• метод на Стефенсен
• метод на Халей
• метод на Мюлер
• метод на Островски
• метод на Брент. 
• ITP Метод. 

Свойствата на отделните методи за решаване на нелинейни уравнения 
са обобщени в  Таблица 1. 

Таблица 1: Методи за решаване на нелинейни уравнения

Метод Тип Базово 
уравнение от

Сходимост q E Устойчивост

Разполовя
ване

Вложени 
интервал
и

I-ва степен линейна 1 1 устойчив

Хорди I-ва степен линейна 1 1 непостоянен

Илиноис I-ва степен суперлинейна 1.44 1.44 полуустойчив

Андерсън-
Бьорк

I-ва степен суперлинейна 1.7 1.7 полуустойчив

Ридърс II-ра степен суперлинейна 2 √2 = 1.41 полуустойчив

Нютън-
Рафсон

Итера-
ционни

I-ва степен квадратична 2 √2 = 1.41 неустойчив

Секущи I-ва степен суперлинейна 1.62 1.62 неустойчив

ODF [7] II-ра степен от IV-ти ред 4 41/4 = 1.41 неустойчив

Мюлер II-ра степен суперлинейна 1.84 1.84 неустойчив

Халей II-ра степен кубична 3 31/3 = 1.44 неустойчив

Островски II-ра степен от IV-ти ред 4 41/3 = 1.59 неустойчив

Брент Хибридни I-ва и II-ра суперлинейна 1.84 1.84 полуустойчив

ITP [20] I-ва суперлинейна 1.62 1.62 устойчив
   

В последната колона е дадена и оценка на устойчивостта, с оглед на из-
ползването на дадения алгоритъм като общ метод за решаване на нелиней-
ни уравнения с различни функции и начални условия както и внедряване-
то му в системата.

III.1.4 Предложение за нов хибриден метод

Тъй като характеристиките на съществуващите методи не са достатъчно 
подходящи за поставените цели е предложен подход, базиран на съчетани-
ето на два алгоритъма – на разполовяването (bs) и хордите (fp). В зависи-
мост от свойствата на функцията в разглеждания интервал ще се превк-
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лючва към единия или другия метод като за  критерий ще се използва кри-
вината на функцията, изразена като относителна разлика в ординатите.

Методът на хордите обаче има един недостатък и той е, че ако знакът на 
кривината е постоянен в границите на интервала, единият край остава не-
подвижен, а прибирането става единствено от другия край. Решение на то-
зи проблем дава методът на Андерсън-Бьорк. Така можем да направим още 
едно подобрение като заменим метода  на  хордите с  този на  Андерсън-
Бьорк (AB). Резултатът е даден на Фигура 4.

Фигура 4: Сходимост на решението при различните методи

bs = bisection; fp = false position; mfp = bs + fp; mAB = bs + AB

1. Започваме с метода на разполовяването. Намираме средата на интервала;
2. Определяме стойността на функцията в средната точка;
3. Изчисляваме ординатата на хордата в същата точка;
4. Проверяваме дали методът на Андерсън-Бьорк ще даде по-добро приб-

лижение, като сравняваме стойността на функцията с тази на хордата;
5. Ако проверката е изпълнена, продължаваме с метода на Андерсън-Бьорк;
6.  Аналогично,  ако  сходимостта  на  метода  на  Андерсън-Бьорк  е  бавна, 

превключваме обратно на разполовяването.
За да проверим как работи алгоритъмът, ще проведем числени експери-

менти с голям брой тестови функции и ще сравним резултатите с някои от 
най-широко използваните методи.

III.1.5 Числени експерименти
Изследвани са седем от най-популярните числени методи за решаване 

на нелинейни уравнения като получените резултати са сравнени с предло-
жения метод. Изходният код на използваните алгоритми е даден в Прило-
жение 1 (Алгоритми 2 - 9). За числения експеримент са избрани 50 функ-
ции,  като  са  използвани  литературни  данни  от  подобни  сравнения в 
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Грешка: не е намерен източникът на обръщение, [16], [17], [19], [23] и др. 
Уравненията и графиките им са дадени Приложение 2. За всяка функция е 
дадено изменението на грешката в зависимост от броя итерации за всеки от 
разглежданите алгоритми  (Приложение 3).  Необходимият брой итерации 
за достигане на сходимост е даден в табличен вид, както следва:

Обобщение на резултатите

Функ-
ция

Уравнение
Брой итерации при метод 1)

bs fp ill ab ITP mAB rid br

Sum Общ брой итерации 2364 5201 1940 1967 1377 952 1262 1624

Ave Среден  брой 47 104 39 39 28 19 25 32

Max Максимален  брой 50 200 200 200 55 50 84 143

Ф-ция Метод bs fp ill ab ITP mAB rid br

1) Легенда
bs – Метод на разполовяването (Bisection)
fp – Метод на хордите (False Position)
ill – Илиноис метод (Illinois)
ab – Андерсън - Бьорк (Anderson-Björck)
ITP – Interpolate, truncate, project метод
mAB – Мод. метод на Андерсън-Бьорк (Modified Anderson-Björck)
rid – Метод на Ридърс (Ridders)
brе – Метод на Брент (Brent)

При метода на Ридърс функцията се извиква повече от веднъж на ите-
рация. Поради това стойностите в таблицата показват броя изчислявания 
на функцията, вместо броя итерации. Това дава по-добра представа за реал-
ната скорост на работа на алгоритъма.

III.1.6 Изводи

Сходимостта на повечето методи надвишава тази на разполовяването, 
но при функции с неблагоприятно поведение, може да падне значително 
под нея. За разглеждания набор от функции предложеният алгоритъм по-
казва най-добър среден и максимален брой итерации и следователно ще 
бъде вграден в изчислителното ядро на платформата.

III.2 Екстремум на функция (оптимизационна задача)
Задачата за екстремум (минимум и максимум) на функция има широко 

приложение в проектирането на строителни конструкции, като например – 
оптимизация на формата на конструктивните елементи (виж примера в т. 
VI.5), както и при енергетичните методи. Поради това тя представлява важ-
но допълнение към разработваната изчислителна платформа.
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За целта ще използваме метод на златното сечение. Той е разработен от 
Джак Кийфър [27] през 1953 г. и се състои от следните стъпки (Фигура 5):

1. В интервала [x1 , x2]  вмъкваме т. x3 така, че да го дели в отн. 1 : 𝜑.
2. В подинтервала[x1 , x3]  (по-големия) вмъкваме нова т. x4 така, че да 

го разделя също в отношение 1 : 𝜑 и точката да бъде по-близо до x3.
3. Ако x4 < x3  свиваме интервала откъм x3 ,  тоест задаваме x2 = x3.
4. Ако x3 < x4  свиваме интервала откъм x4 , тоест задаваме x1 = x4 .
5. Проверяваме за сходимост и ако е изпълнено, връщаме резултата.
6. Иначе, се връщаме на стъпка 2 и повтаряме итерацията.

Фигура 5: Последователност на работа на метода на златното сечение

Сходимостта на алгоритъма е линейна с коефициент на свиване на ин-
тервала, равен на q =  𝜑 =  0.618.  Като критерий за оценка на грешката и 
прекратяване на итерациите се използва следният израз:

|x2 − x1|<(|x3|+|x4|) √ϵ (4)

Реализацията на алгоритъма на програмния език  C# 12.0  е дадена в 
Приложение 1 (Алгоритъм 10).

III.3 Числено диференциране
Диференцирането е една от най-често срещаните математически опера-

ции в строителната механика: Деформациите се изразяват като производни 
на преместванията. Огъващият момент в греда е втора производна на урав-
нението на еластичната линия, а напречната сила – първа производна на 
огъващия момент. При метода на крайните елементи е необходимо да ди-
ференцираме функциите на формата за да получим напреженията и раз-
резните усилия в елементите. Много производни обаче не могат да бъдат 
решени аналитично, което изисква използването на числени методи.

По дефиниция първа производна на функция представлява границата:

f ' (x )= lim
∆ x → 0 ( f (x+∆ x)− f (x )

∆ x ) (5)
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Ако функцията е диференцируема, от горната формула може да се изве-
де аналитичен израз за производната във функция от x. В много случаи  то-
ва не е възможно и тогава се налага използването на числени методи. Най-
често се използват формули с крайни разлики (КР):

• дясна несиметрична КР от два възела: 

f ' (x) ≈
f (x+ ∆ x)− f (x)

∆ x
(6)

• лява несиметрична КР от два възела:

f ' (x) ≈
f (x )− f (x−∆ x)

∆ x
(7)

• симетрична КР от два възела:

f ' (x) ≈
f (x+ ∆ x )− f (x−∆ x )

2⋅∆ x
(8)

• симетрична КР от пет възела:

f ' (x ) ≈
− f (x+2 ∙ ∆ x )+8 ∙ f (x+ ∆ x)− 8 ∙ f (x − ∆ x)+ f (x − 2 ∙ ∆ x )

12 ∙ ∆ x
(9)

III.3.1 Изчислителни проблеми и оценка на грешката
Един  от  основните  проблеми  на  численото  диференциране  е  каква 

стойност да изберем за стъпката ∆x. Получените резултати са съпроводени 
както от грешки от апроксимация, така и грешки от закръгление, които на-
растват с намаляване на ∆x, както е дадено на Фигура 6 по-долу.

▬▬▬ f 1′ ( x, ∆x)− f ′ (x) -  по формула (6)

▬▬▬ f 2′ (x, ∆x) − f ′ (x ) -  по формула (8)

▬▬▬ f 3′ ( x, ∆x)− f ′ (x ) -  по формула  (9)

Фигура 6: Изменение на грешката при числено диференциране в зависимост от ∆x
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Видно е, че с намаляване на ∆x,  влиянието на грешките от апроксима-
ция намалява, а това на грешките от закръгление нараства. Абсцисата при 
минимума на сумарната грешка е оптималната стъпка за съответната край-
на разлика. Виждаме, че дори и тогава точността на решението е ограниче-
на. Това показва, че изпозването само на крайни разлики не е достатъчно и 
е необходим по-прецизен, по възможност адаптивен метод за изчисление.

III.3.2 Екстраполация на Ричардсън

Това е общ метод за подобряване на сходимостта на апроксимации с 
числови редове. Той може да се прилага ефективно както при числено ди-
ференциране, така и при интегриране и други видове задачи. 

Методът комбинира две апроксимации с двойна разлика в гъстотата на 
мрежата за да оцени и отстрани остатъчната грешка. При това се получава 
следната рекурентна зависимост:

Rn (∆ x)= Rn−1( ∆ x
2 )+

Rn−1( ∆ x
2 )−Rn−1 (∆ x )

4n−1
(10)

f ' (x ) ≈ Rn (∆ x)+O (∆ x2 n)

Грешката при n-тата итерация е равна на съответния остатък от реда на 
Тейлър, който от своя страна е равен на разликата между текущата и пре-
дишната итерация:

O n = R n – R n – 1

Решението продължава докато грешката не стане по-малка от необхо-
димата точност или докато не достигнем  заложения максимален брой ите-
рации.  Програмна реализация  на  алгоритъма е  дадена  в  Приложение 1 
(Алгоритъм 11). Направено е и допълнително подобрение като рекурсивна-
та процедура е заместена с итеративна с едномерен помощен масив (вместо 
двумерен) за по-гиляма ефективност  В долната таблица направено сравне-
ние на грешките от различни методи за избрани стойности на x:

Таблица 2: Грешки при отделните методи за числено диференциране

f (x) x f ’(x) Calcpad Mathcad Mathe-
matica Scilab  ф-ла (8) ф-ла (9) 

cos( x 2 )

1 -1.68 1.18·10 -13 6.11·10 -15 1.28·10 -14 8.21·10 -12 8.21·10 -12 4.53·10 -13

10 10.13 5.36·10 -13 1.17·10 -14 8.77·10 -14 1.73·10 -10 1.73·10 -10 2.47·10 -12

100 61.12 1.37·10 -11 2.46·10 -12 1.94·10 -13 5.26·10 -10 5.26·10 -10 1.16·10 -12

1000 699.99 6.67·10 -11 Няма решение 2.90·10 -11 1.03·10 -11 1.03·10 -11 5.85·10 -11

e x   

3 20.09 1.42·10 -14 3.89·10 -15 8.71·10 -17 2.25·10 -11 2.25·10 -11 3.15·10 -13

30 1.069·1013 2.39·10 -14 0 3.68·10 -16 1.79·10 -10 1.79·10 -10 6.53·10 -13

300 1.94·10130 7.65·10 -12 1 7.23·10 -15 1.68·10 -10 1.68·10 -10 2.96·10 -10
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III.3.3 Изводи
Резултатите потвърждават, че разработването на проста, универсална и 

надеждна процедура за числено диференциране съвсем не е лесна задача. С 
така избраните универсални параметри, предложеният алгоритъм осигуря-
ва сравнително висока точност, съпоставима с другите методи при използ-
ване на оптимални параметри. Също така той се характеризира и с висока 
устойчивост и скорост на изпълнение. Прилагането му е лесно и не изисква 
задълбочени познания в областта на числените методи и програмирането.

III.4 Числено интегриране
В строителната механика численото интегриране намира широко при-

ложение за решаване на различни видове задачи. Като пример може да по-
сочим определянето на равнодействащата сила на напреженията в дадено 
сечение със сложна форма и нелинейна зависимост между напрежения и 
деформации.

III.4.1 Дефиниция
Предмет на численото интегриране е  определянето на  приблизителна 

стойност на определения интеграл . То може да се прилага дори и 
когато функцията няма аналитично представяне  (но са известни стойнос-
тите ѝ в отделни точки).  Съществуват и  функции, чийто неопределен ин-
теграл не може да се представи чрез аналитичен израз.

За приблизителното определяне на стойностите на интегралите се из-
ползват т. нар. квадратурни формули. При тях, интегралът се представя ка-
то линейна комбинация от стойностите на функцията в отделни точки.

∫
a

b

f (x )d x ≈∑
i=0

n

wi f (xi) (13)

Точките  x i  се  наричат възли,  а  числата  w i  –  тегловни коефициенти. 
Обикновено те се получават чрез апроксимиране на функцията f (x)  с изб-
ран интерполационен полином. 

III.4.2 Видове квадратурни формули
Квадратурните формули се разделят най-общо на два основни класа:

• Квадратурни формули на Нютън-Коутс;

• Квадратурни формули на Гаус.

Съществуват и други методи за числено интегриране, които в определе-
ни случаи могат да бъдат и по-ефективни като:

• Двойно-експоненциална квадратура (Tanh-Sinh);

• Квадратурна формула на функцията на грешката;

• Квадратурна формула на Кленшоу-Къртис;

• Монте-Карло методи.
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III.4.3 Проблеми при численото интегриране

Както при останалите числени методи, основният проблем е постигане-
то на висока точност с минимален брой изчисления.  За съжаление не съ-
ществува „най-добър“ метод, който да обхваща всички възможни случаи-
.Нашата цел обаче е да изберем сравнително прост и универсален метод, 
който да е подходящ за прилагане при различни задачи от строителното 
проектиране.  Той трябва  да  осигурява  добър баланс  между устойчивост, 
прецизност и бързодействие. Едновременно с това трябва да и бъде лесен 
за използване и от непрофесионалисти. Поради това, ще се насочим към 
адаптивните методи за интегриране, които осигуряват висока точност и на-
деждна автоматична оценка на грешката.

III.4.4 Адаптивна квадратура на Симпсън

Алгоритъмът e предложен от G.F. Kuncir през 1962 г [41]. Той използва 
добре познатата квадратурна формула на Симпсън. Решението се извършва 
в следната последователност: Първо изчисляваме стойността на интеграла 
в текущия интервал по формулата на Симпсън. След това го разделяме на 
две равни части и прилагаме формулата спрямо двата подинтервала. Про-
цесът продължава рекурсивно до достигане на търсената точност. Критери-
ят за сходимост има вида [42]:

|S (a , c )+S (c , b)− S (a , b)|<15 ϵ , (14)

където ε е желаната точност, а функциите „S” представляват формулите 
на Симпсън, приложени спрямо отделните подинтервали, както следва:

S (a , b)=
xb− xa

6
( f a+4 f c+ f b)

S (a , c)=
xc− xa

6
( f a+4 f d + f c)

S (c , b)=
xb−xc

6
( f c+4 f e+ f b)

Програмна реализация на алгоритъма на езика C# 12.0 е дадена в При-
ложение 1 (Алгоритъм 13).

III.4.5 Адаптивна квадратура на Лобато

Квадратурната формула на Лобато също е от Гаусов тип, но за разлика 
от останалите, използва възлите и в краищата на интервала. Това я прави 
подходяща за адаптивна реализация тъй като позволява преизползването 
на стойностите на функцията в крайните възли. 

На база на квадратурата на Лобато, през 2000 г., Гандер и Гаучи разра-
ботват адаптивен алгоритъм за числено интегриране [44], който е внедрен 
в програмните системи Matlab и GNU Octave.
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Алгоритъмът използва квадратура на Гаус-Лобато (GL) от 4 възела, коя-
то има следния вид:

∫
−1

1

f (x )d x ≈
1
6

( f (1)+ f (−1))+ 5
6 ( f (−√ 1

5)+ f (√ 1
5)) (15)

За оценка на грешката е добавено и второ решение, което използва раз-
ширение на Кронрод (GLK) с 3 допълнителни възела:

∫
−1

1

f (x )d x ≈
16
35

f (0)+ 11
210

( f (1)+ f (−1))+ 72
245 ( f (−√ 2

3)+ f (√ 2
3 ))+…

…+ 125
294 ( f (−√ 1

5)+ f (√ 1
5))

Разликата между двата резултата представлява грешката от апроксима-
ция. Ако проверката за сходимост не е удовлетворена, процедурата се из-
виква рекурсивно за всеки от  шестте подинтервала, затворени между въз-
лите на  GLK  квадратурата. В Приложение 1 е дадена програмна реализа-
ция на алгоритъма, на езика C# 12.0 (Алгоритъм 14).

III.4.6 Адаптивна двойно-експоненциална 
квадратура

Алгоритъмът е предложен през 1974 година от Такахаши и Мори [36]. 
Разработен е на базата на сума на Ойлер-Маклорън и използва интегрира-
не чрез трансформация  (смяна на променливите).  В зависимост от избра-
ната трансформация се различават няколко версии на алгоритъма:

Tanh-Sinh: x= tanh(π
2

sinh t) – за интеграли от вида ∫
−1

1

f (x)d x

Exp-Sinh: x=exp(π
2

sinh t) – за интеграли от вида ∫
0

+∞

f (x )d x

Exp-Exp: x=exp (t−exp (- t )) – за интеграли от вида ∫
0

+∞

f 1( x)⋅exp(-x) d x

Sinh-Sinh: x=sinh(π
2

sinh t) – за интеграли от вида ∫
−∞

+∞

f ( x) d x

Подобно на квадратурните формули от Гаусов тип, двойно-експоненци-
алната квадратура се използва успешно в експерименталната математика и 
изчисленията с висока точност. Тя е изключително ефективна, включител-
но и когато функцията има сингулярности в краищата на разглеждания ин-
тервал.  Двойно-експоненциалната трансформация проектира интервала [-
1, 1]  в (−∞, +∞), при което сингулярностите в краищата „изчезват“ в безк-
райността.
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Проведените сравнителни анализи на Tanh-Sinh квадратурата с  други 
методи за числено интегриране [37] демонстрират значително предимство 
на този метод, спрямо конкурентите му варианти (Гаус,  Errf). Към настоя-
щия момент той се счита за най-ефективния известен метод за числено ин-
тегриране.

Както  при Гаусовите  квадратурни формули,  възлите  са  разположени 
неравномерно.  Абсцисите и теглата се определят сравнително лесно, с по-
мощта на формулите:

xk =tanh (π
2

sinh kh) (17)

wk=
πh cosh kh

2 cosh2( π
2

sinh kh)
(18)

III.4.7 Сравнителен анализ и избор на подходящ метод
Както споменахме по-горе, за целите на нашата изчислителна платфор-

ма е необходим ефективен  и  универсален алгоритъм, който да осигурява 
добър баланс между точност, устойчивост и скорост, без да поставя допъл-
нителни изисквания за гладкост и непрекъснатост на функцията. Адаптив-
ните алгоритми са добър вариант тъй като дават висока точност с минима-
лен брой извиквания на разглежданата функция.

За да изберем по-добрият вариант ще проведем числени експерименти 
и ще сравним получените резултати. Като критерий ще използваме броят 
извиквания на подинтегралната функция, необходими за постигането на 
избрана точност на решение. Резултатите са обобщени в следната таблица:

Таблица 3: Сравнителен анализ на адаптивни квадратурни формули

Функция
AdaptiveSimpson AdaptiveLobatto Tanh-Sinh

n ε n ε n ε

f1(x) 3085 0 517 0 59 1.89×10 –16

f2(x) 2349 1.32×10 –16 577 1.32×10 –16 59 2.64×10 –16

f3(x) 14449 1.76×10 –16 2077 3.53×10 –16 117 7.05×10 –16

f4(x) 25177 0 3157 0 55 2.83×10 –16

f5(x) 209 3.02×10 –16 607 1.36×10 –15 15 0.869 3)

f6(x) 12597 0 1597 1.24×10 –16 59 2.49×10 –16

f7(x) – Грешка 1) – Грешка 1) 467 4.46×10 –9

f8(x) ∞ 2) – ∞ 2) – 467 0.00679 3)
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Легенда:

1) Грешка! Няма решение.

2) Прекалено дълго време за изпълнение (зацикляне).

3) Достигнатата точност е недостатъчна.

В таблицата са използвани следните означения:

n – брой итерации;

ε – относителна грешка.

 Въз основа на горните резултати, адаптивната квадратура на Лобато е 
избрана като най-подходяща за внедряване в изчислителната система. Тя е 
най-универсална като област приложение, с висока устойчивост, за сметка 
на известен компромис със скоростта. Поради изключителната си ефектив-
ност, Tanh-Sinh  квадратурата също  e включена в системата като алтерна-
тивна възможност, с изричното указание да се използва само за гладки и 
непрекъснати функции. 

III.5 Адаптивна интерполация
Това е метод, при който дадена функция се апроксимира с дискретно 

множество от точки в даден интервал, а определянето на междинните стой-
ности се извършва чрез адаптивна интерполация – линейна,  spline и др. 
При това, възлите са разпределени неравномерно, така че грешката от ап-
роксимация да бъде минимална в целия интервал. 

Когато имаме тежка за изчисляване функция, този подход може да ус-
кори многократно работата на алгоритъма. Той е много подходящ за изчер-
таване на графики като показаната на  Фигура 7. 

Фигура 7: Построяване на графика чрез адаптивна интерполация
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Методът е тривиален и лесен за програмиране. Той може да се реализи-
ра рекурсивно или итеративно. Ние ще използваме итеративната версия. В 
Приложение 1 е дадена програмната реализация на алгоритъма , разрабо-
тена на езика C# 12.0 (Алгоритъм 15).

Адаптивната интерполация е важен елемент от концепцията на функ-
ционалното моделиране. Когато веригата от последователно свързани фун-
кции стане прекалено дълга и най-вече, когато част от функциите съдържат 
числени методи, скоростта на изчисленията може да се забави значително. 
В тези случай е целесъобразно някои от функциите да се апроксимират, ко-
ето може да стане чрез адаптивна spline интерполация. Така, ще трябва да 
изчислим стойностите им само за ограничен брой точки, което ще ускори 
работата на алгоритъма до десетки и дори стотици пъти.

IV.  Възможности на изчислителната среда
За да може разглежданата изчислителната среда да се прилага за из-

числяване на строителни конструкции в практиката тя трябва да разполага 
с програмен език, чрез който да се осъществява връзката между потребите-
ля и изчислителното ядро, както и следните основни възможности: 

• пълен набор от аритметични, релационни и логически оператори и 
стандартни функции за работа с „реални“ и комплексни числа;

• дефиниране на променливи и функции от потребителя с един или 
множество параметри;

• поддръжка на мерни единици в изчисленията с автоматично израв-
няване на дименсиите при отделните операции;

• готова библиотека с единици за измерване от различни системи: SI 
(метрична), USCS (US) и Imperial (UK);

• изчисления  с  вектори  и  матрици,  решения  на  системи  линейни 
уравнения, търсене на собствени числа и вектори и др.

• блокове за цикли и условни разклонения на програмния поток;
• функции за сумиране на редове, итерации и числени методи, както 

са описани по-горе в настоящата дисертация;
• изчертаване на графики на функции като диаграми и повърхнини;
• изход  на  резултатите  от  изчисленията  към  отчети  в  HTML,  PDF 

файл или DOCX формат за MS Word;
• вграждане на динамично и интерактивно съдържание чрез HTML, 

CSS и JS както и SVG  за създаване на параметрични векторни схе-
ми и чертежи;

• генериране на формуляри за попълване на входните данни;
Без тези възможности, изчислителната платформа би останала единст-

вено „на хартия“ – на концептуално ниво, без да може да намери своето 
приложение в проектантската практика. Поради това по-нататък ще разг-
ледаме накратко най-важните особености при реализацията на гореописа-
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ните възможности на новата платформа. При това ще е необходимо да пол-
зваме знания и от други дисциплини – математика и информатика като ос-
нова върху която ще изградим работеща среда за решаване на задачи по 
строителна механика.

IV.1 Програмен език
Програмният език на системата се нарича Calyx. Той има опростен син-

таксис, така че да може да се използва от строителни инженери без специ-
ални познания по програмиране. Едновременно с това той трябва да осигу-
рява и достъп до всички възможности на изчислителната среда. 

IV.1.1 Класификация и характеристики
Calyx  е опростен, тясно специализиран, хибриден език за процедурно/

функционално програмиране и моделиране на инженерни задачи, с въз-
можности за автоматизирано документиране на изчисленията, директно от 
изходния код. Описание на възможностите на програмния език и процеси-
те при неговата транслация е дадено в Приложение 4.

В дисертацията е дадено подробно описание на методите за изчислява-
не с комплексни числа, мерни единици и визуализация на резултатите. Мо-
же да изчертавате графики на функции на една или две променливи като 
използвате  предвидените за целта команди.  За разлика от други подобни 
системи, може да създавате и параметрични векторни чертежи чрез вграж-
дането на SVG графики и дори анимации.

Фигура 8: Параметрична схема на ТТ панел по зададени размери със SVG

Фигура 9: Паралелни диаграми на покритието на M-диаграма на Ст.Б. 
напрегната греда.
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    a) Преливащо оцветяване     б) Изохромни ивици

Фигура 10: Диаграма на преместванията в правоъгълна плоча

IV.2 Вектори и матрици
Векторите и матриците в  Calcpad  са реализирани по ефективен начин 

чрез динамични структури и съвременни алгоритми, осигуряващи удобство 
на работа, оптимално използване на паметта и висока скорост на изчисле-
нията. Това е осъществено при максимално използване на възможностите 
на  езика  за  програмиране  C#  и  принципите  на  обектно-ориентираното 
програмиране – капсулиране, наследяване, полиморфизъм, предефинира-
не на функции и оператори и др.

Програмната реализация e съобразена със специфичните изисквания за 
прилагането им в областта на строителната механика и инженерните из-
числения. При тях е характерно използването на вектори и матрици с голе-
ми размери, при които малък брой елементи са запълнени с ненулеви стой-
ности. Това дава възможност за оптимизация в две насоки:

1. Нулевите стойности не се съхраняват, което води до икономия на па-
мет.

2. При много от операциите нулевите стойности не се обработват, което 
пък води до икономия на време.

Трябва да се има в предвид и, че съвременните процесори разполагат с 
по няколко изчислителни ядра, които могат да работят едновременно и не-
зависимо едно от друго. Поради това за някои по-тежки изчисления се из-
ползват паралелни алгоритми, което допълнително увеличава тяхната про-
изводителност.

IV.2.1 Вектори

С оглед на поставените по-горе цели директното използване на блок от 
последователна памет тип статичен масив (Array) не е подходящо, тъй като 
още при създаването се заделя цялата памет с посочената дължина. Изпол-
зването на динамични структури от данни като „свързан списък“, решава 
този проблем, но поставя друг. Достъпът до елемент по даден индекс изиск-
ва последователно обхождане на всички елементи до търсения, което е опе-
рация със сложност по време O(n).
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Вътрешна структура и организация на паметта

Като оптимален вариант между разход на памет и време, векторът в Cal-
cpad е реализиран като „динамичен“ масив, който нараства според нуждите 
на потребителя. Той има структурата, показана на  Фигура 11.

Фигура 11: Машинно представяне на вектор

Означенията на фигурата по-горе са както следва:

length – математическата дължина на вектора;

capacity – размерът на  заделената статична памет като масив;

size – размерът на действително използваната област от вектора, 
     извън която всички елементи гарантирано са равни на нула.

Операции с вектори
Резултатът от аритметичните, релационни и логически оператори върху 

вектори е вектор, който съдържа резултатите от поелементното изпълнение 
на оператора. Ако векторите са с различна дължина, по-късият се допълва с 
нули до размера на по-дългия. Скоростта на изчисленията е оптимизирана 
допълнително чрез използване на SIMD инструкциите на процесора.

IV.2.2 Матрици

Аналогично на едномерните масиви при векторите, статичните двумер-
ни масиви не са подходящи за програмна реализация на матрици за инже-
нерни изчисления. Трябва да се има в предвид и, че много често се използ-
ват  специални  видове  матрици,  като  единични,  диагонални,  триъгълни 
(горна и долна), матрица-стълб/ред и най-вече - симетрични, частично за-
пълнени матрици.  Съхраняването  и  обработването  на  такива  матрици в 
двумерни масиви би представлявало огромен преразход на памет и време.

Тяхната структура е представена на  Фигура 12:

         
а)   б) в)     г)
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д)     е) ж)

а) диагонална матрица -  M[i, j] = d[i], ако i = j и 0, ако i ≠ j;

б) матрица-стълб - M[i, j] = c[i], ако j = 1, иначе – грешка;

в) горна триъгълна матрица - M[i, j] = ri [ j – i + 1], ако j ≥ i, иначе – 0;

г) долна триъгълна матрица - M[i, j] = ri [ j], ако j ≤ i, иначе - 0;

д) матрица-ред - M[i, j] = r[j], ако i = 1, иначе – грешка;

е) симетрична матрица - M[i, j] = ri [ j – i + 1], ако i ≥ j, иначе = ri [ i  – j + 1];

ж) правоъгълна матрица -  M[i, j] = ri [ j];

Фигура 12: Машинно представяне на матрици

Операции с матрици
С изключение на умножението, което ще разгледаме отделно, всички 

аритметични, релационни и логически оператори се изпълняват поелемен-
тно. Като резултат се получава матрица с резултатите от действието на опе-
ратора върху отделните елементи на матриците – операнди. При бинарни-
те операции, матриците трябва да имат еднакви размери. 

Умножение на матрици
Матричното умножение се поддава лесно на паралелизация, което води 

до няколкократно ускоряване на алгоритъма. Освен това, изчисленията мо-
гат да бъдат паралелизирани и в самото ядро чрез векторизация, посредс-
твом  SIMD  инструкции  (Single Instruction Multiple Data).  Това става като 
данните се подават на блокове с размерите на разширения регистър, а все-
ки блок се обработва на един такт. Съвременните процесори могат да рабо-
тят с поне четири числа тип double едновременно. И двата метода за пара-
лелизация се използват интензивно в разработваната платформа.

Някои специални функции с матрици

С оглед на приложението на настоящата разработка в областта на ин-
женерните изчисления, са разгледани и някои специални матрични зада-
чи, които съответно са програмирани и внедрени в платформата:

• Норма и число на обусловеност;
• Декомпозиция (факторизация);

◦ Декомпозиция на Холецки;
◦ LDLT декомпозиция;
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◦ LU декомпозиция;
◦ QR декомпозиция;
◦ Декомпозиция по сингулярни стойности (SVD);

• Ранг и детерминанта;
• Системи линейни уравнения;

◦ Чрез LU или LDLT декомпозиция;
◦ Чрез декомпозиция на Холецки;
◦ Чрез метода на преобусловения спрегнат градиент;

• Системи нелинейни уравнения;
◦ Метод на последователните приближения;
◦ Метод на последователните натоварвания;
◦ Метод на Нютон-Рафсон;
◦ Метод на Бройден;
◦ Метод на дъгите (arc-length);

•  Собствени числа и собствени вектори;
◦ Симетричен QL алгоритъм с неявно отместване;
◦ Метод на Ланцош.

IV.3 Функционално моделиране
IV.3.1 Основни принципи

Един изчислителен алгоритъм може да се опише императивно – като 
последователност от  изчислителни изрази или функционално – като зави-
симостите между отделните параметри на задачата се дефинират като фун-
кции. По този начин се изгражда  функционален математически модел 
на дадената задача, който дава само общия метод за нейното решаване. В 
последствие, може да използваме този модел за изчисляване на различни 
частни случаи, с конкретни входни данни. Освен функции, моделът може 
да включва и числени методи, които дава възможност да се дефинират ди-
ректно интегрални и диференциални зависимости. Calcpad дава възмож-
ност за прилагане и на двата подхода – императивен и функционален.

IV.3.2 Пример за функционален подход
Като пример може да се състави алгоритъм за определяне на инерцион-

ните характеристики на напречно сечение с произволна форма. За тази цел 
ще представим контура на сечението като функция. Кодът на алгоритъма е 
даден в Приложение 1 (Алгоритъм 16).

Чрез него последствие ще можем лесно да разширяваме възможностите 
на програмата с нови сечения. За всяко едно от тях ще трябва да добавим 
само един ред в кода, който да съдържа функцията на новия контур. Чрез 
промяна на променливата Shape може да изберем кое от сеченията да из-
числяваме. Това разбира се може да се направи в удобен за потребителя 
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вид, като например списък за избор. Резултатите от работата на програмата 
за различните случаи са обобщени в следната таблица:

Форма Схема Инерционни 

характеристики

Правоъгълник

Shape=0

b (z ; h)=b

Площ - A=1500 cm2

Център на тежестта -

zc=250 mm

Инерционен момент -

I =312500 cm4

Съпрот. момент -

W =12500 cm3

Кръг

Shape=1

b (z ; h)=…

2√(h
2)

2

−(z− h
2)

2

Площ - A=1963.5 cm2

Център на тежестта -

zc=250 mm

Инерционен момент -

I =306796 cm4

Съпрот. момент -

W =12271.8 cm3

Елипса

Shape=2, k=0.5

b (z ; h)=…

2 · k· √(h
2)

2

−(z− h
2)

2

Площ - A=981.75 cm2

Център на тежестта -

zc=250 mm

Инерционен момент -

I =153398 cm4

Съпрот. момент -

W =6135.92 cm3

Триъгълник

Shape=3

b (z ; h)= z · b
h

Площ - A=750 cm2

Център на тежестта -

zc=333.3 mm

Инерционен момент -

I =104167 cm4

Съпрот. момент -

W =3125 cm3
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IV.3.3 Предимства и недостатъци
Предимство на функционалното програмиране е, че спестява доста пи-

сане на код. Ако имаме 20 различни сечения и решим да реализираме гор-
ния пример императивно, ще трябва да съставим 20 отделни подпрограми. 
Освен че са по-кратки,  функционалните процедури са и по-универсални и 
ни позволяват да преизползваме многократно един и същ код.

Основният недостатък е, че резултатите са трудно проверяеми. При им-
перативния поход всяка стъпка от изчисленията се документира автома-
тично в записката със заместени стойности на променливите. При функци-
оналния подход това не е възможно. 

Друг проблем е, че скоростта на изпълнение на програмата се забавя, 
особено когато ползваме числени методи. Освен това, числените методи са 
натоварени и с грешки от апроксимация, които, макар и малки, могат да се 
отразят неблагоприятно върху точността на крайния резултат. При компе-
тентно и внимателно програмиране обаче проблемите със скоростта и точ-
ността на решението могат да бъдат преодолени.

IV.3.4 Приложение
Може да комбинираме няколко функционални модела в един по-сло-

жен. По този начин, може да изградим йерархия от модели, които да орга-
низираме в библиотека. За целите на строителната механика и проектира-
нето, те могат да бъдат систематизирани в следните групи:

• модели на материала – например като обобщени зависимости „нап-
режения-деформации“;

• модели  на  напречното  сечение  –  чрез  обобщени  зависимости  за 
формата b (z ;  h ) . Може да имаме няколко различни материала в ед-
но сечение, като например при стоманобетонните и комбинираните 
конструкции;

• модели на геометрията – чрез зависимости от вида y (x ) , а ако имаме 
променливо сечение – b (z ;  h (x))  и пр.;

• модели на натоварването – например чрез интензитета му по дъл-
жина на елемента q (x) ;

• модели на механиката – зависимости между напрежения, разрезни 
усилия, премествания, завъртания, кривини и пр.

На базата на шбазова библиотека, могат лесно да бъдат програмирани 
различни видове задачи чрез вмъкване на съответните функции.

IV.3.5 Програмна реализация
При функционалното програмиране,  точната последователност на  из-

числяване не е строго дефинирана и остава скрита за потребителя. Тук е 
възможно да се приложат различни подходи. За илюстрация ще разгледа-
ме следния пример:
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Пример

'Напрежения в греда с T сечение, постоянна осова сила и 
променлива височина h1 ÷ h2
b1 = bf - b
Af = b1*hf
h(x) = h1 + i*x
zf(h) = h - hf/2
Aw(h) = b*h

A(h) = Aw(h) + Af
S(h) = Aw(h)*h/2 + Af*zf(h)
zc(h) = S(h)/A(h)
I(h) = b*h^3/12 + b1*hf^3/12 +
       Aw(h)*(h/2 - zc(h))^2 + 
       Af*(zf(h) - zc(h))^2
σ1(x) = N/A(h(x)) + M(x)/I(h(x))*zc(h(x))
σ2(x) = N/A(h(x)) - M(x)/I(h(x))*(h(x) – zc(h(x)))

Граф на програмния поток
Видно от горния пример е, че някои функции  зависят от други функ-

ции, които на свой ред зависят от трети такива и т.н. Тези зависимости са 
еднопосочни – от извикващата функция, към извикваната. Ако изобразим 
тези връзки графично, ще получим математически обект, който се нарича 
„ориентиран  граф“,  а  когато  става  въпрос  за  структура  на  програма  – 
„граф на програмния поток“ (PFG). За дадения по-горен пример, той изг-
лежда, както е показано на  Фигура 13 по-долу:

Фигура 13: Граф на програмния поток за разглеждания пример

Тези структури се изучават от теорията на графите, която е част от диск-
ретната математика. Нейните методи могат да бъдат приложени успешно 
за изследване, оптимизация и изчисляване на програмния код.

Стр. 32 /65



Преди да преминем към самите изчисления, трябва да направим някои 
важни проверки. Една от тях е за наличие на неявна рекурсия. В Calcpad тя 
е забранена, тъй като функциите са едноредови и няма как да добавим ус-
ловие за прекъсване. В теорията на графите, това се свежда до проверка за 
цикличност в ориентиран граф.

Методи за изчисляване
Изчисляването на резултатите се извършва чрез последователно обхож-

дане на възлите от графа в определен ред. Това може да стане по различни 
начини, като основните от тях са два: 

1. Предварително извършваме топологично сортиране на графа. Това 
е наредба, при която всеки връх се намира след предшествениците 
си.  На  Фигура  13 възлите  са  номерирани в  тяхната  топологична 
последователност. След това, извършваме изчисленията в обратен 
на номерирането ред. Ефектът от този метод е все едно да заместим 
функционалната процедура с еквивалентна на нея императивна.

2. Рекурсивно спускане с връщане. Това е по-интуитивният метод за 
изчисляване на функции. При него сканираме последователно тя-
лото на функцията и когато стигнем до друга функция, на свой ред 
я отваряме за изчисляване. Продължаваме процеса, докато не дос-
тигнем функция, която не зависи от други. Изчисляваме я и връща-
ме резултата по обратния път. В теорията на графите, това е еквива-
лентно на обхождане на граф в дълбочина. На Фигура 13, с черве-
но е показан пътят при първото обхождане, което ще направим при 
изчисляването на напреженията.

Предимството на първия метод е, че не използва рекурсия и работи дос-
та по-бързо. Недостатъкът му е, че при компилирането се генерира допъл-
нителен междинен код.

Оптимизация на програмния поток
От схемата на  Фигура 13 е видно, че много от пътищата в графа се пре-

сичат. Това означава, че при рекурсивния вариант на изчисление, ще тряб-
ва да преминем по няколко пъти през едни и същи възли. Иначе казано, ще 
трябва да изчисляваме една и съща функция многократно за един и същ 
аргумент. Това е излишно, тъй като всеки път ще получаваме еднакъв ре-
зултат. Ако проследим последователността на изчисленията, ще видим, че 
имаме общо 55 извиквания на 10 различни функции. От това следва, че 
вторият алгоритъм ще бъде около 5.5 пъти по-бавен от първия. Бихме мог-
ли обаче да подобрим този резултат значително, ако използваме техника, 
наречена „динамично оптимиране“.

Идеята е да използваме допълнителен буфер, в който да записваме вече 
изчислените стойности и когато извикаме дадена функция повторно със съ-
щия аргумент, тя да върне готовия резултат, вместо да го изчислява отново. 
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За целта е най-удобно да използваме хеш таблица. По този начин спестява-
ме не само повторното изчисляване на самата функция, но и спускането в 
дълбочина по останалите възли на графа и изчисляването на още функции. 
Така, с малко допълнителна памет, може да спестим доста изчислителна 
работа и да подобрим значително скоростта на изпълнение. 

В допълнение, всяка една функция се компилира за по-бързо изпълне-
ние, при което се прилагат допълнителни оптимизации като сгъване и раз-
пространение на константи.  Когато даден израз съдържа само константни 
операнди, той може да бъде изчислен в процеса на компилиране да бъде 
заместен с получената стойност.

V. Програмируема платформа за  изчисляване  на  конст-
рукции в облачна среда 
Въз основа на предложения в настоящата дисертация програмен език, 

числени методи и алгоритми е разработена облачна изчислителна плат-
форма, наречена  Calcpad. С нейна помощ строителни инженери могат да 
създават, качват и използват програми за изчисляване и оразмеряване на 
строителни конструкции, в облачна среда. Платформата е разработена на 
базата на Microsoft ASP.NET Core, с обектно ориентиран програмен език C# 
и Microsoft Visual Studio. Принципна схема на работа на платформата е по-
казана на Фигура 14.

Фигура 14: Принципна схема на облачното приложение

Платформата има и десктоп версия, разработена на .NET 8.0 и WPF, от-
ново с помощта на езика C#. Използва същото изчислително ядро, но вече 
с десктоп интерфейс, дефиниран на езика  XAML.  Приложението може да 
бъде изтеглено и инсталирано на компютъра на потребителя, където да се 
използва без необходимост от постоянна връзка с Интернет.
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Фигура 15: Десктоп приложение

Инсталационните файлове, документацията и изходния код на софтуе-
ра са достъпни на следните линкове:

Уеб версия - https://calcpad.eu
Десктоп версия - https://calcpad.eu/download/calcpad-setup-en-x64.zip
Изходен код - https://github.com/Proektsoftbg/Calcpad

https://sourceforge.net/p/calyx/code/ref/master

Софтуерът е с отворен код и се разпространява безплатно с MIT лиценз.

VI. Приложение в изчисляването на строителни 
конструкции

VI.1 Изследване на колона с променливо напречно 
сечение с произволна форма с отчитане на 
геометрична и физична нелинейност 

VI.1.1 Постановка на задачата
Задачата е да се разработи процедура на Calcpad за изчисляване и ораз-

меряване на колони с произволна форма на напречното сечение с промен-
лива височина по дължина на елемента. Изчисленията да се извършат с от-
читането на нелинейните свойства на материала, началните несъвършенст-
ва и ефектите от II ред.

VI.1.2 Теоретични основи и методи за анализ
Проблемът за изчисляването на прътови елементи с пластични дефор-

мации е разгледан подробно в  [62]. Относно устойчивостта на елементи с 
променливо напречно сечение информация може да се намери в [63], къде-
то е направен обширен преглед на наличните методи за решение. 
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Ние ще предложим един по-различен подход, който използва концеп-
цията за функционално моделиране в Calcpad. Първо ще дефинираме необ-
ходимите геометрични и физични зависимости като функции.  С помощта 
на вградените в Calcpad числени методи, ще ги представим в обобщен вид. 
Кратко  описание  на  последователността  на  изчисляване  и  използваните 
формули е дадено по-долу, както следва:

Модел на материала
Свойствата  на  материала,  ще  бъдат  представени  чрез  зависимостта 

„напрежения-деформации“ в общ вид. Зависимостта ще бъде зададена чрез 
функцията σ (ε ). Като пример ще използваме стомана с линейно-пластичен 
модел на работа:

σ (ε )=max (−f yd ; min (ε · E ; f yd )), където

E е модула на еластичност на стоманата. 
Обикновено се приема: E=210GPa

f yd=
f yk
γs

 е изчислителната граница на провлачване;

fyk е характеристичната (нормативна) граница на провлачване;

γud e коефициент на сигурност на материала.

Деформацията ε е ограничена  в интервала: ε∈[- εud , εud]. Приемаме, че 
разрушението настъпва при достигане на граничната деформация εud. 

Фигура 16: Работна диаграма на материала

По подобен начин могат да се дефинират и други модели на материала. 
Те могат да имат различно поведение при опън и натиск със сложен нели-
неен характер. За съществуващи конструкции може да се използват и опит-
но определени работни диаграми.

Модел на сечението
Напречното  сечение  на  елемента  ще  представим  чрез  зависимостта 

b(z), където b е ширината на сечението, z∈[0, h] е разстоянието от долния 
ръб, а h – височината на сечението. 

Функцията b(z) за различните видове сечения има вида:

Правоъгълно
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b (h ; z)=b, където b е въведената от потребителя ширина.

Кръгло 

b (h ; z)=2 ·√(h2)2

−(z− h2)
2

Елипсовидно

b (h ; z)=2 · b
h
·√(h2)2

−(z− h2)
2

Трапецовидно

b (h ; z)=b+
z ·(b2−b)
h

, където b2 е ширината в горния край.

Т-образен профил

b (h ; z)=if ( z>h−h2; b2 ; b), където b2 и h2 са размерите на горния пояс.

Двойно-Т профил
b (h ; z)=if (z>h−h2 ; b2 ; if ( z<h1; b1 ; b)),  

където b1 и h1 са размерите на долния пояс.
Тук като параметър сме включили и височината на сечението, тъй като 

тя ще бъде променлива по дължина на елемента. По аналогичен начин ще 
може да добавяме и други  видове сечения само с по един допълнителен 
ред в кода. За тази цел обаче геометричните характеристики на сечението 
трябва да се дефинират чрез общи интегрални зависимости, както следва:

Площ - A (h)=∫
0

h

b(h ; z)dz

Статичен момент- S(h)=∫
0

h

b(h ; z)· z dz

Център на тежестта - zc(h)=
S(h)
A (h)

Инерционен момент - I (h )=∫
0

h

b(h ; z)· (z−zc(h))
2 dz

Съпротивителни моменти

За долен ръб - W el ,1(h)=
I (h)
zc(h)

За горен ръб - W el ,2(h)=
I (h)

h−zc(h)
Геометрия на елемента
Тя ще бъде представена чрез дължина на елемента – L, функция e(x), 

която описва отклонението на оста (когато е криволинейна) и функция на 
изменение на височината на сечението, по дължина h(x). Когато височина-
та се изменя линейно, функцията има следния вид:
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h (x )=hb+
(ht−hb)· x

L
, където hb и h t са височините на сечението, съответ-

но в началото и края на елемента.
Дори и ако оста на елемента е праволинейна, пак ще ни е необходима 

функция за да дефинираме производствените и монтажните отклонения, 
дължащи се на началните несъвършенства. По отношение на граничните 
условия засега ще приемем статическа схема – конзола.

Натоварване
По аналогичен начин бихме могли да въведем произволни хоризонтал-

ни и вертикални натоварвания като функции, а разрезните усилия да опре-
делим чрез численото им интегриране по дължина на елемента.

За опростяване обаче ще изчислим елемента само за хоризонтална сила 
H и вертикална сила P на върха на конзолата. При това определянето на 
разрезните усилия се извършва, както следва:

Огъващ момент - M Ed (x )=H · (L−x )

Напречна сила - V Ed (x )=H
Осова сила - N Ed(x )=−P

Носимоспособност на напречното сечение

Тъй като формата на сечението не е фиксирана предварително, ще оп-
ределим носимоспособността на сечението чрез интегрални зависимости, 
базирани на функциите на материала и сечението като входни данни. 

Разпределението на деформациите по височина на сечението ще дефи-
нираме също като функция. Ще приемем линейно разпределение, в съот-
ветствие с хипотезата на Бернули:

εz (ξ ; ε1; ε2)=ε1+(ε2−ε1) · ξ, където 

ξ = z/h е относителната височина на нулевата линия, а 

ε1  и ε2  са деформациите в долния и горния ръб на сечението.

Носимоспособност за чисто огъване:

M pl , Rd=∫
0

h

σ(εz( zh ; εud ; - εud))· b (h ; z) ·( zc (h )−z )dz

Гранична осова сила:

Центричен опън - N pl ,Rd ,t=∫
0

h

σ(εz( zh ; εud ; εud))· b (h ; z )d z

Центричен натиск - N pl ,Rd ,c=∫
0

h

σ(εz( zh ; - εud ; - εud))· b (h ; z )dz

За нецентричен опън/натиск трябва да се отчете влиянието на осовата 
сила върху носимоспособността на огъване. За стоманени елементи в БДС 
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EN 1993-1-1 [71] са дадени приблизителни формули за някои видове сече-
ния. Например, за правоъгълно сечение формулата има следния вид:

M N ,Rd=M pl ,Rd ·[1−( N
N pl ,Rd , c

)
2]

Ние обаче ще използваме по-общ подход, който обикновено се прилага 
при стоманобетонните и комбинираните конструкции. Предварително ще 
построим интеракционната диаграма за носимоспособност при огъване с 
осова сила. Това става чрез вариране на диаграмата на деформациите и ин-
тегриране на съответната диаграма на напреженията в рамките на сечение-
то. За да обхванем всички възможни гранични състояния ще процедираме 
в следната последователност:

1. Започваме процедурата от състояние на чист опън: ε1=εud, ε2=εud;
2. Изменяме деформацията в долния ръб от опън до натиск:
ε1=εud→- εud, ε2=εud;

3. Изменяме деформацията в горния ръб от опън до натиск:
ε1=- εud, ε2=εud→- εud;

4. Завършваме със състояние на чист натиск:  ε1=- εud, ε2=- εud;

За удобство при по-нататъшните изчисления ще представим деформи-
раното състояние на сечението чрез обобщен параметър на деформациите 
ε, както следва:

- за долния ръб на сечението: ε1 (ε )=min (ε+εud ; εud )
- за горния ръб на сечението: ε2 (ε )=max (- εud ; ε−εud )

- по височина на сечението: εzz ( z ; ε )=εz( zh ; ε1 (ε ); ε2 (ε ))
Така ще получим всички описани по-горе етапи единствено като изме-

няме обобщения параметър на деформациите в границите:

ε=[εmax ; - εmax ], където 

Граничните разрезни усилия ще представим като функция на обобще-
ния параметър:

Огъващ момент: M pl , Rd (ε )=∫
0

h

σ (ε zz ( z ; ε )) · b (h ; z) ·( zc (h )−z )dz

Осова сила: N pl ,Rd (ε )=∫
0

h

σ (εzz ( z ; ε )) · b (h ; z )dz

Накрая ще построим интеракционната диаграма с командата „$Plot“:

$Plot {M pl ,Rd (ε) |N pl ,Rd (ε )@ε=- εmax : εmax}
За стоманени сечения, тя има следния общ вид:
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Оттук-нататък проверката за носимоспособност за конкретно външно 
натоварване MEd и NEd се свежда до чисто геометричната задача да се про-
вери дали точката с координати [MEd, NEd] е вътрешна за контура на инте-
ракционната диаграма.

За тази цел през точката на външното натоварваме ще построим права 
линия, която ще пресечем с интеракционната диаграма. Абсцисата на пре-
сечната точка  представлява търсения граничен огъващ момент, който ще 
сравним с този от външни въздействия. Тук отново ще използваме числен 
метод, както следва:

Обобщена деформация, съответстваща на осовата сила:

εN=$Root {N pl ,Rd (ε )=-N Ed ; ε∈ [0; εmax ]}
Граничен огъващ момент:

M pl ,N , Rd=M pl ,Rd (εN )
Проверка за носимоспособност:

M Еd≤M pl ,N ,Rd

Така, с помощта на Calcpad и принципите на строителната механика, 
съставихме обща процедура за проверка на стоманени сечения с произвол-
на форма. Тя може да се прилага и за профили, които не попадат в обхвата 
на т. 6.2.9 от БДС EN 1993-1-1 [71]. 

Интеракционните  диаграми дават  по-богата  и  нагледна представа  за 
носимоспособността  на  сечението,  отколкото  оразмерителните  формули. 
За горещо-валцуваните профили, чиито размери са стандартизирани, зада-
чата може да се реши еднократно като предварително се построят номогра-
ми за отделните видове стомани. 
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С тяхна помощ практикуващите инженери ще могат бързо и удобно да 
оразмеряват стоманени профили без да извършват каквито и да било из-
числения.  Чрез нанасяне на външното натоварване като точка върху но-
мограмата, ще може директно да се отчете подходящия профил, както е по-
казано на схемата:

Диаграма момент-кривина
Това е важна характеристика на сечението, която ще ни позволи да от-

четем физичната нелинейност в по-нататъшните изчисления. Кривината в 
дадено сечение представлява наклона на линията на деформациите. Ней-
ното определянето е тривиално. Огъващият момент от своя страна ще по-
лучим чрез интегриране на съответната диаграма на напреженията по ви-
сочина на сечението. Като свободен параметър ще използваме деформаци-
ята в долния ръб на сечението ε b. Деформацията в центъра на тежестта ще 

бъде фиксирана така, че да съответства на средната деформация от осова 
сила. Така получаваме следните изрази за огъващия момент и кривината:

Средна деформация в сечението - εN (h)=
−NEd
A (h ) · E

Деформация в горния ръб на сечението - εt (h ; εb)=
εb ·( zc (h)−h)+εN (h) · h

zc (h)
Огъващ момент: 

M pl (h ; εb)=∫
0

h

σ(εz( zh ; εb ; ε t (h ; εb)))· b (h ; z ) ·( zc (h)−z)dz

Кривина - θ (h ; εb)=
εb−εN (h)
zc (h)

За да може да прилагаме формулите и за променлива височина на сече-
нието тя също е включена като параметър. Може да изчертаем диаграмата 
като използваме вградената команда в Calcpad:

$Plot {θ(h ; εb) |M pl(h ; εb)@εb=εN(h)  : εud}
Eластопластична коравина
Коравината  на  огъване  по  дефиниция  представлява  отношението  на 

момента към кривината и се определя по формулата:
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K (h ; εb)=
M pl(h ; εb)
θ (h ; εb)

След като имаме зависимостите между  коравина,  момент и кривина, 
може да преминем към следващия етап на изчисляване на елемента.

Начални несъвършенства
Загубата на устойчивост в Ойлерова постановка изисква идеални усло-

вия, които в практиката не съществуват. Дори и при пълната липса на хо-
ризонтални натоварвания, елементите на строителните конструкции имат 
производствени неточности в размерите и отклонения на техните оси от 
правата линия. Към това в последствие се добавят и монтажните неточнос-
ти спрямо проектното им положение в конструкцията. И едните и другите 
обаче подлежат на контрол, а стойностите им са  нормативно  ограничени. 
Те са посочени в съответните производствени стандарти или правила за из-
пълнение и приемане на СМР. Ние може да заложим тези стойности като 
начални и да изследваме елемента,  с  отчитане на геометрична нелиней-
ност, съгласно теорията от II ред.

Съгласно БДС EN 1993-1-1 [71] началните несъвършенства се дефини-
рат като:

- глобално начално наклоняване, по формула (5.5):

φ=φ0· αh ·αm, където:

φ0=
1

200
  - базова стойност на наклоняването;

α h=max(2
3

; min(√ 4
L

; 1)) - коеф. за височина на колоната;

αm=√0.5(1+ 1
m) - коефициент за брой колони в един ред m;

- локално начално огъване на елемента по ф-ла (5.6) и табл. 5.1 от [71]:

e0=
L

150
 - за крива на изкълчване "C" 

Въз основа на горното може лесно да съставим функция, която отчита 
отклонената геометрия на оста вследствие на началните несъвършенства: 

e0 (x )=φ · x− 4 · x ·(L−x )
L2 · e0

Геометрична нелинейност
При линейно-еластичния анализ усилията в елементите се определят за 

недеформираното  състояние  на  конструкцията  (теория от  I-ри ред).  Ако 
преместванията са малки, а натисковите сили са далеч от критичните, това 
може да се приеме като достатъчно добро приближение. В противен случай 
усилията трябва да се определят за деформираното състояние на конструк-
цията.
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За разглежданата колона преместването на върха ще предизвика до-
пълнителен ексцентрицитет на вертикалната сила спрямо оста на елемен-
та. Това ще доведе и до допълнителни огъващи моменти по височина на ко-
лоната (моменти от II-ри ред). Проблемът е, че преместванията на свой ред 
зависят от огъващите моменти. Зависимостта е нелинейна и за да опреде-
лим стойностите на преместванията и усилията, трябва да решим съответ-
ното нелинейно уравнение. За целта отново ще използваме числен метод – 
този на последователните приближения.

Ще започнем с усилията от недеформирана схема, с приложени начал-
ни несъвършенства. Първоначално ще изчислим преместванията с отчита-
нето само на физичната нелинейност. За целта ще използваме интеграла 
на Максуел-Мор като в знаменателя поставим дефинираната по-горе нее-
ластична коравина. След това ще определим огъващите моменти за дефор-
мираното състояние на елемента. От тях на свой ред ще получим нови пре-
мествания и пр. Ще продължим итерациите или докато не достигнем схо-
димост, или докато не установим, че решението е разходящо. Това ще стане 
когато натисковата сила е много близо или по-голяма от критичната. Като 
критерий за сходимост ще използваме относителната разлика в премества-
нето на върха на колоната между две последователни итерации.

Изчислителна процедура за анализ по деформирана схема:

Критерий за сходимост - Δmax=0.01 (1%)

Диаграма от един. сила, приложена на височина "x" от основата:

M (ξ ; x)=x−ξ
Деформация в долния ръб на сечението, за даден огъващ момент: 

εb ,M (h ; M )=$Find {M pl (h ; εb)−M ; εb∈ [0; 2 · εud ]}
Начална итерация
Огъващи моменти от външни сили и начални несъвършенства:

M e 0(x)=H·(L−x )+P·(e0 (L)−e0(x ))

Подинтегрална функция на Максуел-Мор:

f 0(ξ ; x )=
M e 0(ξ)·M (ξ ; x )

K (h(ξ ); εb,M (h(ξ); M e0 (ξ )))

Начална диаграма на преместванията: d 0(x )=∫
0

x

f 0(ξ ; x )dξ

За проверка, на този етап може да приложим разработения модел върху 
примера, даден от Г. Тодоров в т. 1.2.4  от [62]. Там е разгледана конзолна 
греда с правоъгълно сечение с постоянна височина и без осова сила. След 
въвеждане на данните от  примера в  Calcpad  и стартиране на решението 
получаваме следното нееластично преместване:

 d 0 ( L )=d 0 (5 m)=63.35 mm
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Дадените в [62] стойности са както следва:

- от анализа по МКЕ - wКЕ (5)=0.06367 m=63.67 mm (ANSYS 11, BEAM 189)

- теоретична стойност:

w p (5)=εY
l2

h (M p

M 0
)

2[ 40
27

− 4

√27 ( M 0

M p

+2)√1−
M 0

M p ]=0.06331 m=63.31 mm

Относителната грешка спрямо теоретичното решение в [62] е:

δ= 63.35−63.31
63.31

· 100=0.0632 %

С оглед на това, че резултатите са получени при зададена работна точ-
ност в Calcpad = 10-3, съвпадението с теоретичното решение е доста добро. 
За  сравнение,  грешката  от  решението  по МКЕ е  0.57%,  при използвани 
60000 крайни елемента. Разликата може да се дължи и на приноса на нап-
речните сили, който в останалите решения не се отчита.

За информация, еластичното преместване е:

d e (x )=∫
0

x M ( ξ ) · M (ξ ; x )
EI

dξ , d e (L )=d e (5 m)=47.37 mm

Теоретичната му стойност е:

d e , L=
1
3

·
H · L3

EI
=

1
3

·
497.42 kN · (5 m)3

437500 kN · m2
=47.37 mm

Диаграма на еластичното и нееластичното преместване:

Итерация - „i“

Огъващи моменти - M i(x)=H·(L−x)+P· (di−1(L)−d i−1(x )+e0(L)−e0(x))

От горния израз се вижда, че всяка следваща итерация използва функ-
циите от предишната. Това ще създаде верига от рекурсивни извиквания 
между отделните функции с нарастваща дълбочина. Въпреки че системата 
кешира вътрешно резултатите, това се оказва недостатъчно когато използ-
ваме интензивно числени методи. При по-голям брой итерации има опас-
ност от значително забавяне на алгоритъма или от препълване на кеша.

Поради това ще използваме друг по-ефективен подход. На всяка итера-
ция ще апроксимираме моментовата диаграма с подходящ интерполацио-
нен полином. За целта ще определим стойностите на функцията в няколко 
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отделни  точки,  а  за  останалите  ще  интерполираме  от  вече  изчислените 
стойности. Това ще ускори значително работата на алгоритъма. 

В конкретния случай ще приложим интерполационни полиноми на Че-
бишов от първи тип [64]. Първите пет от тях са дефинирани чрез следните 
изрази:

T 0(x )=1; T 1(x )=x; T 2(x )=2 · x2−1; T 3(x )=4 · x3−3 · x; T 4 (x )=8 · x4−8 · x2+1

С тяхна помощ ще апроксимираме диаграмата на огъващите моменти 
като използваме следната формула:

M i ,Ch(x)≈∑
k=0

n−1

c (k )T k(2
x
L
−1)−1

2
c(0), където (19)

T k(x) е k-тия полином на Чебишов;

c (k )= 2
n∑j=0

n−1

M i(x( j))·cos( ( j+0.5 )k
n

π) - интерполационен коефициент;

x(k )= L
2
·(1+cos( k+0.5

n
· π)) - коорд. на k-тия интерполационен възел.

Интерполационните възли са корени на полиномите на Чебишов. Из-
числените в тях стойности ще съвпадат с изходната функция.

Директното прилагане формула (19) обаче изисква допълнителен брой 
аритметични операции спрямо оптималния вариант. Бихме могли да опти-
мизираме изчисленията, ако приложим схемата на Хорнер. За целта замес-
тваме изразите на полиномите Tk(x)  във формула (19). След известни пре-

образувания, получаваме следния полином:

PCh(x)=a0+x ·(a1+x ·(a2+x ·(a3+x ·a4))).
Коефициентите ak се определят съгласно формулите:

a0=
c0

2
−c2+c4; a1=c1−3 · c3; a2=2 · c2−8 · c4; a3=4 · c3; a4=8 · c4.

Даденият по-горе запис е оптимален за компютърни изчисления защо-
то спестява операциите по повдигане на степен. Тъй като горният израз ще 
се използва многократно, това ще ускори значително работата на алгоритъ-
ма. Оттук-нататък итерацията продължава в следната последователност:

Апроксимация на моментовата диаграма - M i ,Ch(x )=PCh(2 · x
L

−1)
Подинтегрална функция - f i(ξ ; x )=

M i ,Ch(ξ)·M (ξ ; x )
K (h(ξ); ε (h(ξ); M i ,Ch(ξ )))

Премествания - d i(x )=∫
0

x

f i(ξ ; x)dξ

Максимално преместване - d i , L=d i (L)
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Относителна грешка - Δi=
di , L−d i−1 , L

di , L
Ако Δi<Δmax, необх. точност е достигната и итерациите се прекратяват.

Ако Δi>Δi−1, решението е разходящо и итерациите също се прекратяват.

Иначе преминаваме към следващата итерация. За да избегнем „зацик-
ляне“ на алгоритъма, ще ограничим максималния брой итерации. Когато 
той бъде достигнат, ще считаме че няма сходимост. Колкото по-близо е осо-
вата сила до критичната, толкова повече се влошава сходимостта на алго-
ритъма. Когато е твърде близо или по-голяма от критичната, алгоритъмът 
става разходящ. Това свойство може да се използва за приблизително опре-
деляне на критичната сила.

За илюстрация на  предложения алгоритъм по-долу е даден пример за 
изчисляване и оразмеряване на стоманена колона с елипсовидно сечение.

VI.1.3 Пример – стоманена колона с елипсовидно сечение

Статическа схема

Конзола с дължина - L=1 m

Натоварване

Вертикална сила - P=598 kN

Хоризонтална сила - H =10 kN

Огъващ момент по дължина на колоната 

M ( x )= H · (L−x )
Диаграма на огъващите моменти

Материал

Стомана

Модул на еластичност - E=210 GPa

Характеристична граница на провлачване - f yk =355 MPa

Коефициент на сигурност на материала - γs=1.05

Зависимост напрежения - деформации - σ ( ε )=max (− f yd ; min (ε · E ; f yd ))
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Напречно сечение

Височина: 

- в долния край - hb=120 mm

- в горния край - ht=60 mm

Широчина - b=60 mm

Форма на сечението - Елипсовидно

Функция на контура на сечението

b (h ; z )= 2 · b
h

· √(h
2)

2

−(z− h
2)

2

Резултати

Преместване от линейно-еластичното решение:

d el (x )=∫
0 m

x M (ξ ) · M (ξ ; x )
EI (h (ξ ) )

dξ ,  d el ,L=d el (L)=d el (1 m)=5.1 mm

Преместване от нелинейното решение - d pl ,L=24.26 mm

i d, 
mm Δ, %

1 9,34

2 13,93 32,95%

3 16,72 16,69%

4 18,57 9,96%

5 19,86 6,50%

6 20,79 4,47%

7 21,50 3,30%

8 22,05 2,49%

9 22,50 2,00%

10 22,88 1,66%

11 23,21 1,42%

12 23,51 1,28%

13 23,77 1,09%

14 24,02 1,04%

15 24,26 0,99%

Проверка на огъващия момент в основата в пластичен стадий 

M Ed ,II =M Ed +P· (d pl ,L+e0L)=10 kNm+598 kN · (24.26 mm+5 mm)=27.5 kNm
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M Ed ,II =27.5 kNm ≤ M pl ,N ,Rd =43.31 kNm     Проверката е удовлетворена! 

Коефициент на носимоспособност - K=
M Ed ,II

M pl ,N ,Rd

=
27.5 kNm

43.31 kNm
=0.635

Проверка в еластичен стадий - σ=| N Ed

A (hb)
+

M Ed ,II · (zc (hb)−hb)

I (hb) | =

| −598 kN
A (120 mm )

+
27.5 kNm · (zc (120 mm )−120 mm )

I (120 mm) |=429.91 MPa

σ=429.91 MPa  > f yd =338.1 MPa    Проверката не е удовлетворена!

Коефициент на носимоспособност -  K= σ
f yd

= 429.91 MPa
338.1 MPa

=1.27

В дисертацията са разработени още 11 примера от областта на статич-
ния и динамически линеен и нелинеен анализ на строителните конструк-
ции  с  аналитични,  полу-аналитични  и  числени  методи  в  комбинация  с 
предложената методика за функционално моделиране. Резултатите на про-
верени чрез алтернативни проверочни изчисления с програмни продукти 
SAP 2000, Stadyps и OpenSeesPy. Установено е добро съвпадение на резута-
тите в рамките на приетата точност на изчисление. Представени са реше-
ния на следните примери:
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VI.2 Гранична носимоспособност на Ст.Б. колона за условен 
центричен натиск

VI.3 Някои класически решения от теорията на еластичността

1. Усукване на правоъгълно сечение, съгласно теорията на Сен Венан

2. Решение на гредостена на две опори

3. Изчисляване на правоъгълна плоча
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VI.4 Анализ на гредостена по МКЕ

     

VI.5 Анализ на плоча по метода на крайните елементи

VI.6 Програма за статически анализ на равнинни рамки
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VI.7 Функционален модел на прътов краен елемент с произволно 
напречно сечение и променливи еластични характеристики по 
дължина

Матрица на коравина

u1 v1 φ1 u2 v2 φ2

Fx1
1

uF1
0 0 -

1
uF1

0 0

Fy1 0
φM1

D1

-
φF1

D1

0 -
φM2

D2

φF2

D2

KE = M1 0 -
φF1

D1

v F1

D1

0
φF2−φM2 l

D2

-
v F2−φF2 l

D2

Fx2 -
1

uF1
0 0

1
uF1

0 0

Fy2 0 -
φM1

D1

φF1

D1

0
φM2

D2

-
φF2

D2

M2 0
φF1+φM1 l

D1

-
v F1+φF1 l

D1

0 -
φF2

D2

v F2

D2

Пример: Анализ на равнинна рамка с променливо сечение 
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VI.8 Анализ на мигновено изменяема диада с геометрична 
нелинейност с големи премествания (теория от 3-ти ред)

         

VI.9 Анализ на несиметрична мигновено изменяема диада с пред-
варително напрягане, физична и геометрична нелинейност с 
големи премествания (теория от 3-ти ред)

  

Графики на поведението на системата и сравнение с линейно-еластичен модел

260
360
460
560
660
760 Диаграма нап-

рягане - премес-
тване

P, kN

Z,
 m

m

0 20 40 60 80 100
0

100

200

300

400
Диаграма сила - 
разрезно усилие

F, kN

N
, k

N

0 200 400 600 8001000
0

100

200

300

400
Диаграма пре-

местване - разр. 
усилие

Z, mm

N
, k

N
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VI.10 Собствени форми на трептене на стоманен комин с 
променливо напречно сечение с произволна форма

VI.11Анализ за удар от падащо тяло (метална сфера) 

 
L=12m 

H
=

2m
 

M=2.1t 

g 
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VI.12 Оптимизация на размерите на единичен правоъгълен 
фундамент, натоварен с кос нецентричен натиск

VII. Възможности за внедряване в учебния процес и про-
ектантската практика
VII.1 Внедряване в процеса на обучение

В тази насока дисертацията може да намери приложение като:

- безплатно приложение за самостоятелно разработване на изчислител-
ни записки, курсови и дипломни работи от студенти и докторанти;

- библиотека от интерактивни ръководства за изчисляване на строител-
ни конструкции в Интернет. Освен че могат да видят начина за решаването 
на определена задача, потребителите могат да експериментират с различни 
входни данни и да видят как се изменят резултатите за отделните примери.

VII.2 Внедряване в проектантската практика
Към настоящия момент има разработени десетки подпрограми за реша-

ването на различни видове задачи от строителното проектиране, които се 
прилагат успешно в практиката. По-долу е даден кратък списък на по-важ-
ните от тях:

Натоварвания

Земен натиск
Стоманобетонна сграда (вертикален товар)
Изчислителен спектър на реагиране
Натоварване от вятър за различни видове сгради и съоръжения
Натоварване от сняг
Снежна торба

Стоманобетонни конструкции

Греди

Правоъгълно сечение за огъване
Плочогредово сечение за огъване
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Проверка на плочогредово сечение за огъване
Правоъгълно сечение за напречна сила
Греда за усукване, срязване и огъване

Колони

Интеракционна диаграма
Колона за нецентричен натиск
Колона за двоен нецентричен натиск

Пукнатини и провисвания

Пукнатини и провисване на греда
Пукнатини и провисване на греда с Т сечение

Полета

Свободно подпряно поле
Поле със запъната дълга страна
Поле със запъната къса страна
Поле със запънати дълги страни
Поле със запънати къси страни
Поле със запънати съседни страни
Запънато поле със свободно подпряна дълга страна
Запънато поле със свободно подпряна къса страна
Четиристранно запънато поле

Продънване

Продънване на правоъгълна вътрешна колона
Продънване на правоъгълна ръбова колона
Продънване на правоъгълна ъглова колона

Конструиране на армировката

Конструиране на греда за DCM
Конструиране на колона за DCM
Конструиране на шайба за DCM

Стоманени конструкции

Инерционни характеристики

C сечение
L сечение
T сечение
Z сечение
Двойно Т сечение
Кръг
Кръгла тръба
Правоъгълна кутия
Правоъгълник
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Напречни сечения

Двойно-T сечение
Съединения и възли

Единично болтово съединение
Напрегнато болтово съединение
Болтова става
База на колона
Възел греда-колона
Възел греда-греда
Ъглов заваръчен шев

Сглобяеми и предварително напрегнати конструкции

Напрегната трапецовидна столица с изолиране
Напрегната T столица с изолиране
Напрегната главна греда с изолиране
Сглобяема чашка
Къса конзола
Закладна част

Геотехника

Изчисляване и оразмеряване на ъглова подпорна стена
Математика

Площи на фигури
Обеми на тела
Решаване на квадратно уравнение
Решаване на кубично уравнение

Механика

Прости греди
Едностранно запънати греди
Двустранно запънати греди
Конзоли
Усукване на правоъгълно сечение по ТЕ
Анализ на гредостена по ТЕ
Анализ на правоъгълна плоча по ТЕ

Описаните по-горе подпрограми са внедрени в десетки проектантски 
бюра и фирми и се прилагат успешно в проектирането на различни видове 
строителни конструкции.
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VIII. Приноси

1. Разработена е обща методика за функционално моделиране на строи-
телни конструкции.

2. Разработена е универсална изчислителна платформа за създаване и 
използване на приложни програми за строително проектиране в об-
лачна среда.

3. Направен e сравнителен анализ на различни числени методи по отно-
шение на тяхната универсалност, устойчивост и сходимост като са из-
брани най-подходящите за внедряване в строителното проектиране. В 
допълнение на горното:

3.1.  Предложен е нов метод за решаване на нелинейни уравнения, 
който осигурява едновременно висока устойчивост и сходимост 
на решението, като комбинира предимствата метода на разпо-
ловяването и на Андерсън-Бьорк.

3.2.  Направено е подобрение на интегрирането с Tanh-Sinh квадра-
турна формула. Чрез предварителното кеширане на абсцисите 
и теглата е повишена скоростта на работа на алгоритъма.

4. Разработен е  нов специализиран  програмен език,  предназначен за 
строителни инженери без специални умения по програмиране и съ-
ответен интерпретатор/компилатор.

5. Разработена е универсална процедура за изчисляване и оразмерява-
не на конструктивни елементи с променливи размери и произволна 
форма на напречното сечение с отчитане на начални несъвършенст-
ва, геометрична и физична нелинейност.

IX. Насоки за бъдеща работа
Като изчислителни възможности на платформата, с приложение в стро-

ителната механика, с времето ще бъдат добавени следните възможности:

- високопроизводителни изчисления с вектори и матрици с използване-
то на ядрата на графичните ускорители;

- оптимизация в повече измерения – линейно и нелинейно програми-
ране, downhill simplex метод и др.

- някои специални функции: гама-функции, бета-функции, елиптични 
интеграли, интеграли на Фреснел, функции на Бесел и др.

- числени методи за решаване на диференциални уравнения – Рунге-
Кута и др.

Като приложение в областта на строителната механика, могат да се раз-
работят решения на различни задачи по метода на крайните елементи, от-
ново с участието на начални несъвършенства, геометрична и физична не-
линейност, но за по-сложни статически схеми.
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XI. Приложения
Приложение 1. Програмна реализация на разработените и използвани в  

дисертацията алгоритми.

Приложение 2. Формули и графики на тестови функции за решаване на 
нелинейни уравнения

Приложение 3. Графики на сходимостта на методи за решаване на нели-
нейни уравнения

Приложение 4. Описание на програмния език Calyx

Приложение 5. Входни данни и резултати от проведените анализи с про-
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